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Abstract 

Let / be a polynomial endomorphism of degree d > 2 of C*^ (/c > 2) 
which extends to a holomorphic endomorphism of P'^. Assume that 
the maximal order Julia set of / is laminated by real hypersurfaces in 
some open set. We show that / is homogenous and is a polynomial 
lift of a Lattes endomorphism of P^~^. 

Notations : 

• / un endomorphisme de degre d >2 verifiant I'hypothese du theoreme 
1.3, g un itete de degre dg de /, b un point fixe repulsif de g. 

• G la fonction de Green, fi la mesure d'equilibre, J I'ensemble de Julia 
d'ordre maximal de /. 

• (f une application de Poincare de en 6, A := ip~^ o g oip, G* := G oip^ 
/i* ■.= ^*{^^),J*■.= ^-\J). 

• z = (zi, Zk) e C^ z' ■= (zi, Zk-i) et \\z'f := l-zip H h 

• Si ^ est un groupe d'automorphismes de C'^ et V un sous-ensemble de 
C'^, on note Q\v '■= {t\v avec r E Q verifiant riV) = r^^iV) = V}. 

*Classification mathematique: 30D05, 58F23. 
Mots cles: application de Lattes, ensemble de Julia, courant de Green. 
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1 Introduction 



Dans [Q, Lattes a construit des fractions rationnelles semi-conjuguees a 
des isogenies dilatantes d'un tore complexe. L'ensemble de Julia d'une telle 
fraction remplit la sphere de Riemann et sa mesure d'equilibre est lisse en 
dehors d'un ensemble fini. 

En dimension quelconque, Berteloot et Loeb ont caracterise les applica- 
tions de Lattes de P'^ par le fait que leurs courants de Green sont lisses et 
strictement positifs dans un certain ouvert [^]. Notons ici qu'en dimension 1, 
les notions de mesure d'equilibre et de courant de Green sont coincides. Rap- 
pelons la definition d'applications de Lattes donnee par Berteloot et Loeb: 



Definition 1.1 Un endomorphisme holomorphe / de degre (i > 2 de P*^ 
est appele application de Lattes, s'il existe un groupe d'isometries complexes 
discret, co-compact A de C'^, une application affine A/ de partie lineaire 
^/dr (r unitaire) ainsi qu'un revetement ramifie (p : C'^ — > ¥^ tels que 
fo{p = {poAfetA agisse transitivement sur les fibres de ip. 

Dans 0, en etudiant les endomorphismes permutables de P'^, nous avons 
introduit et etudie une classe d'endomorphismes dont la fonction de Green, la 
mesure d'equilibre et l'ensemble de Julia sont lamines. Cette classe contient 
egalement les releves polynomiaux des applications de Lattes. Les relations 
etroites entre les fractions de Lattes et I'etude des fonctions permutables 
ont ete eclaires par Eremenko dans un travail anterieur [|10| {voir egalement 



11, 13, 15 



Dans ce present article, nous nous interessons a des endomorphismes poly- 
nomiaux dont l'ensemble de Julia d'ordre maximal est, dans un certain ou- 
vert, lamine par des hypersurfaces reelles. Nous allons prouver que ces endo- 
morphismes sont homogenes et leurs restrictions a I'hyperplan a I'infini sont 
des applications de Lattes, c'est-a-dire qu'ils sont des releves polynomiaux 
des applications de Lattes. Dans un cas particulier (pour les applications 
polynomiales homogenes de C'^^^ dont l'ensemble de Julia d'ordre maximal 
est, dans un certain ouvert, une hypersurface reelle strictement pseudocon- 
vexe) on obtient la caracterisation des applications de Lattes mentionnee 
ci-dessus. Par meme methode, nous pouvons sans doute etendre notre etude 
au cas oil l'ensemble de Julia d'ordre maximal est, dans un certain ouvert, 
une variete reelle de petite codimension. 
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Pour faciliter la lecture, nous allons rappeler quelques notions fondamen- 
tales de la tlieorie des systemes dynamiques holomorphes en plusieurs vari- 
ables et resumer certaines proprietes utiles pour cet article. Le lecteur trouve 



des exposes detailles dans [ffq, 12 



Notons TT : C^"*"^ \ {0} — > P'^ la projection canonique. Soit / un en- 
domorphisme holomorphe de degre d > 2 de F^. On note I'itere s-ieme 
de /. Un releve de / est un endomorphisme polynomial homogene de C'^"'"^ 
verifiant vr o F = / o vr. On appelle fonction de Green de / la fonction Gf 
qui est definie par 

Gf{z) := limllog||F^(^)||. 

C'est une fonction continue plurisousharmonique de C^"*"^ \ {0} verifiant GfO 
F = dGf et Gf{Xz) = log|A| + Gf{z) pour tout A G C*. On pent definir 
un courant positif ferme de bidegre (1,1) T de P'^ tel que Tr*T = dd'^Gf. 
Ce courant s'appelle courant de Green. La mesure d'equilibre fi de f est 
definie par fi := T^. C'est la seule mesure de probabilite invariante par / 
(/*yU = d^fi) qui ne charge par les ensembles pluripolaires. Plus precisement, 
on a ^ 

lim —7- > = u 

pour tout a n'appartenant pas a un certain ensemble exceptionnel pluripo- 
laire. La notation 6z designe la masse de Dirac en z. Le support J de 
fi s'appelle I'ensemble de Julia d'ordre maximal de f. Cet ensemble n'est 
pluripolaire dans aucun ouvert qui le rencontre. Si U est un ouvert rencon- 
trant J alors IJs>i f^i^) ^^t un ouvert de complementaire pluripolaire de P*^. 
Briend-Duval ont prouve que I'ensemble des points periodiques repulsifs de 
/ est dense dans J 0. 

Lorsque / est de plus un endomorphisme polynomial de C'^, on utilise la 
fonction de Green definie par 

G{z) := limllog+||r(;.)|| 

s^oo d 

oil log^(z) := max(0, log(2;)). Cette fonction de Green est egalement con- 
tinue, plurisousharmonique et a croissance logarithmique quand z ^ oo. Le 
courant de Green defini ci-dessus est egal a dd'^G. L 'ensemble de Julia J est 
contenu dans le bord du compact {G = 0}. Le compact {G = 0} s'appelle 
ensemble de Julia rempli. Notons que la fonction de Green, le courant de 
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Green, la mesure d'equilibre et I'ensemble de Julia de sont egaux a ceux 
de / pour tout s > 1. 

Definition 1.2 On dit qu'au voisinage d'un point a I'ensemble J est lamine 
par des hypersurfaces reelles de classe s'il existe un systeme de coor- 
donnees reelles (xi, . . . ,X2k) de classe d'un voisinage de a et un ferme 
K (ZM tels que J nV = {{xi, . . . , X2k) avec X2k G K} fl V. On dit que dans 
un ouvert U, I'ensemble J est lamine par des hypersurfaces reelles de classe 
s'il est au voisinage de tout point de U. 

Notre resultat principal est le tlieoreme suivant: 

Theoreme 1.3 Soit f un endomorphisme polynomial de degre d > 2 de 
qui se prolonge en endomorphisme holomorphe de {k > 2). Supposons 
que dans un ouvert de V ensemble de Julia d'ordre maximal de f soit non 
vide et soit lamine par des hypersurfaces reelles de classe C'^^'^ (0 < e < 1). 
Alors pour un systeme de coordonnees convenable de C^, / est homogene. 
De plus, la restriction de f a I'hyperplan P'^ \ C'^' ~ p^-i est une application 
de Lattes. 



Remarque 1.4 L'ensemble de Julia d'ordre maximal de / est le bord du 
bassin d'attraction du point 0. C'est une variete reelle analytique, singuliere 
et strictement pseudoconvexe 0. 

Au cas d'une variable, les polynomes de degre d > 2 dont I'ensemble de 
Julia est une courbe, sont conjugues a 2;'^ ou a iT^ [0, p. 127] oii est le 



polynome de Tchebycliev de degre d. Le polynome n'est pas homogene. 

En appliquant le tlieoreme 1.3 a un releve polynomial d'un endomor- 
phisme / de P*^ on obtient le resultat suivant: 

Corollaire 1.5 [|^, ^ Soit f un endomorphisme holomorphe de degre d > 2 
de P*^ {k > 1). Supposons que dans un ouvert de , le courant de Green de 
f soit lisse et strictement positif. Alors f est une application de Lattes. 

On dit que le courant de Green de / est lisse et strictement positif dans 
un certain ouvert U si dans U il est egale a une forme de bidegre (1, 1) de 
classe C^^*^, strictement positive et fermee. Un petit defaut du lemme 2.5 ne 
nous permet pas de remplacer la classe C^"*"^ par C^. 

Le point de vu d'Eremenko sur les solutions non triviales de I'equation 
fonctionnelle fog = gof^en particulier sur les fonctions de Lattes, concerne 
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la notion d'orbifold qui est consideree par Thurston Cette notion est 

egalement utilisee au cas de dimension quelconque. 

Definition 1.6 [|^, 0| Soit X une variete complexe. Notons 7i(X) I'ensemble 
des sous-ensembles analytiques irreductibles de codimension 1 de X. On ap- 
pelle orbifold un couple (X, m) oil m est une fonction definie sur H^X) a 
valeurs dans N^U{oo}, egale a 1 sauf sur une famille localement finie de sous- 
ensembles analytiques de X. Un revetement d'orbifolds n : (Xi,mi) — *• 
(X2, 1712) est un revetement ramifie de Xi\|J„^(h)=oo ^ ^^^^ ^2\Um2(//)=oo ^ 
verifiant mult(7r, i7).mi(if) = m2(7r(if)) pour tout if G H{Xi), 011 mult (vr, 
designe la multiplicite de n en un point generique de H. 

Soit / un endomorphisme holomorphe de P*^ definissant un revetement 
d'un orbifold O = {¥^,m) dans lui-meme. Alors, I'ensemble critique de / 
est preperiodique, c'est-a-dire f^^{Cf) = f'^'^iCf) pour certains < rii < n2 
oil Cf designe I'ensemble critique de /. On dit qu'une telle application est 
critiquement finie. La preuve du coroUaire suivant se trouve dans P]: 

Corollaire 1.7 Sous I'hypothese du theoreme 1.3 ou du corollaire 1.5, il 
existe un orbifold O = {F^,m) tel que f definisse un revetement de O dans 
lui-meme. En particulier, f est critiquement fini. 

Voici le plan de la demonstration. Nous montrons d'abord qu'il existe 
un ouvert U dans lequel J est une hypersurface C^^" strictement pseudocon- 
vexe. Ceci s'appuie sur trois principaux arguments: G ne pent s'annuUer 
au voisinage d'aucun point de J car J C d{G = 0}, J n'est pas lamine par 
des varietes complexes et un theoreme de Trepreau qui implique que si une 
feuille J-' de la lamination de J ne contient aucun sous-ensemble analytique 
passant par un point a E J-' alors G est nuUe dans un demi-voisinage de a 
borde par J^. 

On choisit un point periodique repulsif b G JnU de periode n. Posons g := 
Le fait que J est strictement pseudoconvexe et invariant par g permet de 
rendre a J la forme Imzk = Wz'W^ en utilisant un changement de coordonnees 
local. Plus precisement, on construit une application holomorphe (appelee 
application de Poincare) (f : C*"' — > telle que J* := if{J) = {Im^;^ = 
II 2;' II ^}. Les applications biholomorphes locales qui envoient un ouvert de J* 
dans un autre, en particulier A := (p~^ogo(p^ sont affines. On pent les decrire. 
En suite, on construit le groupe A de telles applications qui preservent les 
fibres (p~^{z) et on montre que ce groupe agit transitivement sur tons les 
fibres de ip. 
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Le dernier paragraphe se consacre a la construction de la fibration in- 
variante qui entrainera I'homogenite de /. Nous montrons que I'image de 
{z' = u} par ip est contenue dans une droite complexe pour tout u e C*'"^. 
Pour ceci on utilise les proprietes de la fonction de Green, sa croissance et sa 
harmonicite sur les varietes stables. On montre finalement que ces droites se 
coupent en un point et cette fibration de droites est invariante par /. 

2 Applications de Poincare 

On considere un endomorphisme / de degre ci > 2 de C'^ dont Fensemble 
de Julia d'ordre maximal J est lamine par des hypersurfaces reelles de classe 
C^"*"" dans un certain ouvert V de C''. Nous allons etudier / en utilisant sa 
forme triangulaire au voisinage des points periodiques repulsifs. 

Une application A de C'^ dans lui-meme est appelee application triangu- 
laire dilatante si elle est du type 

A{z) = (XiZi, \2Z2 + ^2(^1), AfcZfc + PkiZi, Zk-l)) 

oil 1 < |Ai| < IA2I < • ■ ■ < |Afc| et Pi est un polynome en zi, verifiant 
Pi{XiZi, \i_iZi_i) = XiPi{zi, Zi^i) pour tout i = 2,...,k. 

Lemme 2.1 Soient f un endomorphisme holomorphe de C'' et a un point 
fixe repulsif de f . Alors il existe une application holomorphe ouverte ipa '■ 
— ^ C'^ (application de Poincare) et une application triangulaire dilatante 
Aa : — > C'' telles que (pa{0) = a, v^a(O) inversible et f o {p^ = '^a ° A^. 
Si de plus a appartient a J alors v^(C'^) est un ouvert de complementaire 
pluripolaire de F'^ . 

Preuve — D'apres le theoreme de Sternberg [^], il existe une application 
holomorphe ouverte (pa d'un voisinage U deO E C'' dans C'^ et une application 
triangulaire dilatante : C'^ — > C'' telles que v^a(O) = a, v'a(O) inversible 
et / o yj^ = yj^ o Aa au voisinage de 0. On va prolonger I'application ipa en 
application holomorphe ouverte de C'^ dans C'^. Comme A^ est dilatante, 
pour tout 2 G C'^ fixe la suite A~"^{z) tend vers 0. On pose ipa{z) := /™ o 
(fa ° A~™(z) pour m suffisamment grand. Cette application est bien definie, 
holomorphe et independante de m car f^oLp^ = v^qoA^ au voisinage de 0. De 
plus, elle est ouverte car est ouverte au voisinage de 0. Par prolongement 
analytique, f o ip^ = ^Pa ° f dans tout C'^. 
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Supposons maintenant que a E J. Par definition de ip, I'ouvert (p{C^) est 
egal a Fensemble Um>i f^i^)- Comme f/ fl J 7^ 0, ce dernier ouvert est de 
complementaire pluripolaire (voir I'introduction). 

□ 

Corollaire 2.2 Soit f un endomorphisme polynomial de qui se pro- 
longe en endomorphisme holomorphe de F'^ . Alors son ensemble de Julia 
d'ordre maximal J ne contient aucune variete complexe passant par un point 
periodique repulsif. En particulier, J n'est pas lamine par des varietes com- 
plexes dans aucun ouvert qui le rencontre. 

Preuve — Supposons que J contient une variete complexe S passant par un 
point periodique repulsif a E J. Quitte a remplacer / par un itere, on pent 
supposer que a est fixe. Notons et (fa comme dans le lemme 2.1. Posons 

Comme est dilatante, la famille {A™|s* avec m G N} n'est pas nor- 
male. D'apres le lemme de renormalisation de Zalcman |T^, I'adlierence 
de I'ensemble IJ^gpj A™(S*) contient des images holomorphes non constantes 
de C. Par consequent, J* = ip^^{J) contient des images holomorphes non 
constantes de C. Comme ipa est ouverte, J contient aussi des images holo- 
morphes non constantes de C Ceci contredit le theoreme de Liouville car J 
est un compact de C'^. 

D'apres le theoreme de Briend-Duval 0, I'ensemble des points periodiques 
repulsifs est dense dans J. On en deduit que J ne pent etre lamine par des 
varietes complexes dans aucun ouvert qui le rencontre. 

□ 

Proposition 2.3 Soit f un endomorphisme de C'^ verifiant I'hypothese du 
theoreme 1.3. Alors il existe un ouvert U de C'' tel que J (1 U soit une 
hypersurface non vide de classe C^^" et strictement pseudoconvexe de U. 

Pour prouver cette proposition, on aura besoin du lemme suivant: 

Lemme 2.4 Soient I un ouvert de et K un ferme parfait de I. Alors 
I'ensemble suivant est dense dans K: 

Zk := {x e K, ]x- 6, x[nK 7^ et]x,x + 6[nK ^ pour tout 6 > 0}. 
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Preuve — Supposons que K est non vide. On montre d'abord que est 
aussi non vide. Supposons que ce n'est pas le cas. Notons S := I \ K . Alors 
S est une reunion denombrable d'intervalles disjoints Sn de M et chaque point 
de K est un sommet de I'un des Sn- En particulier, K est denombrable et 
les composantes connexes de K sont des singletons. Par hypothese, K ne 
contient pas de point isole. II est done un ensemble de Cantor. Ceci est 
impossible car tout ensemble de Cantor est non denombrable. 

De meme maniere, on montre que si /' C / est un ouvert verifiant K' := 
K n J' 7^ alors Zk' 7^ et done Zk H /' 7^ 0. Ceci implique que Zk est 
dense dans K. 

□ 

Preuve de la proposition 2.3 — Montrons d'abord qu'il existe un ouvert U 
dans lequel J est une hypersurface de classe C^"*"^. Par hypothese sur la 
lamination de J, il existe un ouvert V d 'C^ muni des coordonnees locales 
(wi, . . . , Wk) tel que J r\V soit une reunion non vide de graphes de fonctions 
C^"*"^ au-dessus de 

B2k-i '■= {w verifiant < 1 et Rew^ = 0}. 

Notons ces graphes par T^, 011 le parametre G M est la partie reelle de 
la fc-ieme coordonnee du point fl {w' = et \mwk = 0}. C'est-a-dire 
Vy n {w' = et Imzfc = 0} = (0, u). Notons K I'ensemble des valeurs de p. 
C'est un ferme d'un certain ouvert / de M. 

Supposons que J n'est une hypersurface dans aucun ouvert qui le rencon- 
tre. Alors K est un ensemble parfait. L 'ensemble Zk est defini dans le lemme 
2.4. Fixons un z/ G Zk- Montrons que Vy est Levi-plate. Supposons que 
n'est pas Levi-plate. D'apres le theoreme de Trepreau, il existe un point 
w G Fj, au voisinage duquel les disques holomorphes attaches a F,^ remplit 
un demi- voisinage a un cote borde par F,^ p2|. Notons W ce demi- voisinage. 



La fonction de Green G est plurisousharmonique, positive ou nuUe. Elle 
est egale a sur J. Par principe du maximum, elle s'annulle sur W - Par 
definition de K et de Zk, il existe des feuilles de J qui rencontrent W - On 
en deduit qu'il existe des points de J au voisinage desquels G est nuUe. Ceci 
contredit le fait que J est contenu dans le bord de {G = 0}. 

Alors Fj, est Levi-plate pour tout u G Zk- D'apres le lemme 2.4, Zk est 
dense dans K. Par continuite, est Levi-plate pour tout v E K. En par- 
ticulier, J est lamine par des varietes complexes. Ceci contredit le corollaire 
2.2. 
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On conclut qu'il existe un ouvert U de C'^ dans lequel J est une variete de 
classe C^+^ Comme G est plurisouharmonique et J est contenu dans le bord 
de {G = 0}, la variete J fl ?7 est pseudoconvexe en tout point. Montrons 
qu'il est strictement pseudoconvexe en au moins un point. Supposons que ceci 
n'est pas le cas. Pour tout a G J fl f/, on note La I'espace tangent complexe 
de J en a, £a la forme de Levi de J en a et Ka C La Tensemble des vecteurs 
holomorphes X verifiant X) = 0. Comme J est pseudoconvexe, 

£a est definie par une matrice semi-positive diagonable. Par consequent, 
CaiX,X) = entraine CaiX, .) = 0. Mors Ka = {X e La, Ca{X, .) = 0} est 
un espace vectoriel complexe de dimension au moins 1. Quitte a remplacer 
U par un ouvert convenable, on pent supposer que la dimension r de Ka 
est independante de a G J fl f/. D'apres le theoreme de Freeman ||^, p. 185], 
J nU est lamine par des varietes complexes de dimension r. Ceci contredit 
le corollaire 2.2. 

Alors J nU est strictement pseudoconvexe en au moins un point. Quitte 
a remplacer U par un petit voisinage de ce point, on pent supposer que JdU 
est une hypersurface strictement pseudoconvexe de U. 

□ 

Par suite, on considere 6 G J fl t/ un point periodique repulsif de periode 
n de /. Posons g := D'apres le lemme 2.1, il existe une application 
holomorphe ouverte (p : C*^ — > et une application triangulaire dilatante 
A : C'^ — > telles que f{0) = b, f'{0) inversible et g o (p = (f o A. Posons 
J* := ip^^{J), jj* := (p*{fJ,) et G* := Goip. L'application triangulaire dilatante 
A = (Ai, . . . , Ak) s'ecrit sous la forme 

A{z) = {Xizi, X2Z2 + P2{zi), XkZk + Pk{zi, • • • , Zk-i)) 

oil 1 < |Ai| < IA2I < • ■ ■ < |Afc| et Pj est un polynome en zi, Zi-i verifiant 

Pi{XiZi, Xi-iZi^i) = XiPi{zi, . . . , Zi^i). 



Lemme 2.5 On a Xk = |Ajp > 1 pour tout i = I, k — 1. La variete J* 
est definie parlm{azk) = P{z',z') ou a est un certain nombre complexe 
et P est un polynome reel homogene de degre 2. 

Preuve — On choisit un systeme lineaire de coordonnees [wi, . . . , Wk) de C*^ 
de sorte que I'espace tangent de J* en soit egal k H := {w' = et Imwk = 
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0}. Dans ces coordonnees A n'est pas forcement triangulaire. On note 
A*,...,A^ leurs fonctions coordonnees. Au voisinage de 0, J* est le graphe 
d'une fonction rcelle h de classe C^'*'^ qui est definie sur un ouvert de H, 
c'est-a-dire J* = {Imwk = h{w' ,Rewk)} au voisinage de 0. Considerons le 
developpement d'ordre 2 de h: 

h{w', Rewk) = P{w') + S{w')Rewk + c{Rewkf + 0{\\{w', Rewk)\\'^+') 

oil P (resp. S) est un polynome reel homogene de degre 2 (resp. 1) et c 

est une constantc. Commc J* est strictcmcnt pscudoconvexe en 0, la partie 
non-harmonique Q dans P est definie strictcmcnt positive. 

Le fait que J* est invariant par A implique que I'espace tangent complexe 
{wk = 0} ct Tcspacc tangent reel {Imwk = 0} de J* en sont invariants par 
la derivee A'(0). C'est-a-dire il existe ^ e R tel que Al{w) = 9wk + 0(||w|p). 
On ecrit (A*, A^_;^) sous la forme 

{Al,...,Al_,) = Aw' + Bwk + 0{\\w\\') 

on A est une matrice carrec de taille k - 1 ct B e C"'^. On obtient du 
developpement de h et de I'invariance de J* par A en considerant seulement 
les parties non-harmoniques d'ordre 2 en w' que 6Q{ui') = Q{Aw'). Soient 
1/ une valeur propre de A et 7^ un vecteur propre associe a u. On 
a 9Q{\u) — Q{\uu) pour tout A e C. Comme Q est definie strictement 
positive, on obtient de la dcrnicrc cgalitc que 9 = 

L'application A etant dilatantc, le module de u doit etre strictement plus 
grand a 1. On constate que 9 est la plus grande valeur propre dc A'(0) ct 
elle est strictement plus grande que les autres en module. Ceci implique que 
^ = Afc et {zk = 0} = {wk — 0}. On peut alors choisir w' — z' et Wk — azk 
avec un a G C* convcnable. On a = |Ajp pour tout i = 1, k — 1. 
L'application A ctant triangulaire, les polynomes Pi sont de degre 1 si i ^ k 
et de degre 2 si i = A;. Commc A est triangulaire, on a B = 0. Pour 
simplifier les notations, on suppose que a — 1. Le fait que J* est invariant 
par A implique que 

Xkh{z', Rezk) + lmPk{z') = h{Ai{z'), Ak-iiz'), XkRezk + RePk{z')). 

En considerant les termes d'ordre 2, on obtient: 

Afe[P(^')+'^(^')Re;2fe+c(Re;2fe)2]+ImPfc(;2') = ^(^^')+Afc'5(^^')Re;2fe+cA^(Re;2fe)^ 
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Cette derniere equation implique que S — et c ~ car les valeurs propres 
de A est de module strictement supcrieur a 1 et A^. > 1. 

Posons r{z',Rezk) := h{z' ,Rczk) - P{z') = 0{\\{z' ,Rezk)f+'). II reste a 
montrer que r = 0. Soit ^' : C^~^ x M — > C'^~^ x M definie par 

^(z', Rezk) := (M^'), ^k-i(z'), XkRezk + RePk(z')). 

Alors on a Xkr{z' ,Rezk) = r{'i/{z' ,Rezk)). On en deduit que r{z',Rezk) — 
Xlr{^''^{z',Rezk)). D'autre part, on obtient de la triangularite de A que 
"^"^(z^ReZk) — 0{Xk~^^^logs) quand s — > oo. Par suite, 

r{z',ReZk) = lim A^r(^-'(;s', Re^fe)) = lim A^O(A"^^+'^'/^(log 5)^+^) = 0. 

□ 



Proposition 2.6 Quitte a effectuer un changement de coordonnees qui fixe 
la droite {z' — 0}, on pent supposer que J* soit definie par I' equation Ivuzk — 
ll^'lp. Dans ces nouvelles coordonnees A n'est pas forcement triangulaire et 
la fonction G*{z) est nulle si Imzk > 

Preuve — On effectue le premier changement de coordonnees z^ 1— > az^ qui 
permet de supposer que a — 1. 

Le polynome reel P(z',z'), qui definit la variete J*, est homogene de 
degre 2. On pent Tccrire en somme q{z',l') + lmH{z') oh q est une forme 
hermitienne ct H est un polynome holomorphe de degre 2. Quitte a changer 
Zk par Zk — H{z'), on pent supposer que H — 0. 

Comme J est strictement pseudoconvexe en b, q est definie strictement 
positive ou negative. Quitte a remplaccr Zk par —Zk au cas necessaire, on 
pent supposer que q est definie strictement positive. Un changement lineaire 
convenable des coordonnees zi, Zk-i rend q sa forme canonique q{z',z') = 

II est clair que les changements de coordonnees effectues fixent la droite 
{z' = 0}. La fonction plurisouharmonique, positive G* est nulle sur I'hypersurface 
J* qui est strictement pseudoconvexe. Par principe du maximum, elle doit 
s'annuller egalement sur les disques holomorphes a bord dans J*. On en 
deduit qu'elle s'annuUe sur {z G C^,lmzk > 

□ 
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3 Groupes d'automorphismes preservant J* 



On utilise les notations du paragraphe 2 avec le systeme de coordonnees 
defini par la proposition 2.6. On n'aurra plus besoin du fait que A est trian- 
gulaire. Rappelons que la droite {z' = 0} est toujours invariante par A et la 
restriction de A sur cette droite est I'application lineaire (0, Zk) ^ (0, XkZk) 
oil Afc e M"*" est la plus grande valeur propre de A'(0). Les autres valeurs 
propres de A'(0) sont de module v^A^. 

Pour tout w = {w',v + iWwW^) G J* avec w' G C'^"-^ et v G M, posons 
Tuiiz) := {z' + w',Zk + 2iw'z' + v + iWw'W^). C'est une application affine, 
inversible et verifiant r^(0) = w. EUe preserve les varietes {Im^;^ — H-z'P = 
const}. Notons pour tout A reel positif a\ I'application lineaire de dans 
lui-meme definie par ax{z', Zk) := (\/A^', Az^)- Cette application preserve J*. 
Notons Qi (resp. ^2, et Q4) Tensemble des automorphismes affines de C*^ 
qui s'ecrivent sous forme {u{z'),Zk) (resp. ax o (■u(z'), 2;^), t^^ o {u{z'),Zk) et 
TyjOa\o {u{z'), Zk)) oil u est un automorphisme lineaire isometrique de C'^"^, 
A G et w G J*. On verifie sans peine que Qi et Q2 sont des groupes. 
L 'ensemble ^3 est egal a I'ensemble des elements de dont toute valeur 
propre de la partie lineaire est de module 1. 

Lemme 3.1 Soientw, w deux points de J* etr une application holomorphe 
ouverte d'un voisinage W de w dans C'^ avec t{w) = w. Supposons que 
r(J* n W) C J* . Alors r^^ o r o appartient a Q2- Par consequent, Q3 et 
sont des groupes et r E Qa. 

Preuve — On pent considerer ce lemme comme un corollaire d'un resultat 
d' Alexander [|I|. Donnons ici une autre preuve. 

Observons que I'application ^ o r o preserve J* et fixe le point 0. II 
suffit done de considerer le cas w = w = Q. Dans Id. On 

pose r = (r', r") oil r' se compose par k — 1 premieres fonctions coordonnees 
de r et r" est sa derniere fonction coordonnee. 

Le fait que J* est invariant par r implique que 



Imr" {z' ,ReZk + i\\z'\\^) 



T'{z',ReZk + i\\z'\\'')\\\ 



En particulier, pour Re^;^ = on a 



Imr"(/,i||^'in 



r'{z',i\\z' 




)ll 



2 
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La partie pluriharmoniquc du membre a droite est nuUe. Par consequent, 
Imr"(z', 0) = et done t"{z' ^ 0) = 0. On pent dire que r preserve I'hyperplan 
{zk = 0}. 

Soient z E J* assez proche de et 5 := t{z). Posons f = {f',f") : = 
T^^ o T o Tz- Comme r, 1' application f preserve J* et fixe 0. On montre 
de meme maniere que f preserve {z^ — 0}. Ceci implique que I'image de 
I'hyperplan tangent de J* en z par r est un hyperplan. Soit P'^'* ~ P'^ 
I'ensemble des hyperplans de P'^. Notons JF la famille des hyperplans dont 
I'image par r est un hyperplan. C'est un ensemble analytique dans P'^* qui 
contient la famille !F' des hyperplans tangents a J* au voisinage de 0. Comme 
!F' est de codimension reelle 1 dans P'^*, la famille analytique T est un ouvert 
de P^* et contient tous les hyperplans qui passent au voisinage de 0. On en 
deduit que r est affine et done lineaire car r(0) = 0. 

Comme J* est invariante par r et r(0) = 0, I'hyperplan tangent reel 
{Imzfc = 0} de J* en est invariant par t'(0). Par consequent, f^(0) est un 

nombre reel et f^(0) = 0. On pent done ecrire t"{z) = Xzk ou X e R. Le 
fait que J* est invariant par r implique que A||2;'p = ||'r'(2;', Re2;fc + i||^'|p)|p. 
D'oii A > 0, r' est independant de Zk et = Ik'lP- ^^eci implique 

que u := '^'t'{z') est une isometric complexe de C'^~^ L'application t{z) 
s'ecrit sous la forme ax o {u{z'), Zk)- H appartient done a ^2- 

Notons Q4 le groupe engendre par les elements de Q4. Soit r* G Q4. On 
montre que r* e Q4. Comme r* est un automorphisme preservant J*, le point 
w* :— r*(0) appartient a J*. D'apres la premiere partie, t~} o r* appartient 
a 02- Ceci implique que r* e Q4. L' ensemble est done un groupe. En 
particulier, r G Q^. 

L 'ensemble est egal a I'ensemble des elements de dont toute valeur 
propre de la partie lineaire est de module 1. Par consequent, est aussi un 
groupe. 

□ 

Corollaire 3.2 L'application A s'ecrit sous la forme o t ou t est un 
element de Qi. 

Preuve — D'apres le lemme 3.1, l'application A s'ecrit sous la forme (Txo t 
oil A > et T G ^1. On salt que la restriction de A sur {z' — 0} est egale a 
(0, Zk) I— > (0, AfeZjfc). Par consequent, A = Ajt et done h.{z) — ax^. o r. 

□ 
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Corollaire 3.3 Soient w, w deux points de J* verifiant (p{w) — (p{w). Alors 
il existe r e ^3 avec t{w) — w tel que t o (p — (p. 

Preuve — On considere le cas ou w et w n'appartiennent pas a I'ensemble 
critique deep. Le cas general sera deduit par prolongement analytique. Fixons 
des petits voisinages W, W, V de w, w et de p{w) = (p{w) tels que ip realise 
un biholomorphisme entre W (resp. W) et V. On pose r := (v'l^^) ° v\w- 
On a ip o T = ip sur W et 

t( J* nw)^ (ipy)-\j nv)^J*nw. 

D'apres le lemme 3.1, I'application r appartient a Q4. Par prolongement 
analytique on a (p or — (p sur C'^. 

L'application r s'ecrit sous forme r* o ua o f 011 A > 0, 2; e J* et r* et 
f appartient a Q3. II reste a montrer que A = 1. Supposons que A ^ 1. 
Alors les valeurs propres de la partie lineaire de r sont differentcs dc 1. II 
existe done ^ e C'^ tel que t{z) = z. Au voisinage de z l'application r realise 
done une permutation dans les fibres de (p. Par consequent, pour un certain 
m > 1, on a r"* = Id. En particulier, les valeurs propres de la partie lineaire 
de T sont de module 1. Ceci contredit le fait que A 7^ 1. 

□ 

II est clair que I'ensemble des applications verifiant le corollaire 3.3 forme 
un sous-groupe discret de Qs- Notons A ce groupe. Les elements de ce groupe 
preservent J*. On note AIj* la restriction de A sur J* {voir les premieres 
notations de I'article). 

Proposition 3.4 Le groupe est co-compact. Le groupe A agit transi- 
tivement sur les fibres de (p. 

Preuve — Pour ne pas confondre les notations, on note w' les A; — 1 premieres 
coordonnees de w et w" sa derniere coordonnee pour tout w & C''. Pour 
toute application r de dans C*', r' se compose par les A; — 1 premieres 
fonctions coordonnees de r et r" est la derniere fonction coordonnee de r. 

L'application A etant dilatante et preservant les fibres de (p, pour montrer 
que A\j* est co-compact, il suffit de montrer qu'il existe un ouvert borne W de 
J* contenant tel que pour tout w e dW, il existe w* eW verifiant <p{w*) — 
(p{w). En effet, ceci implique que W contient un domaine fondamental de 
A\j*. 
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Notons n la projection de J* dans C'^"^ x M definie par 11(2;', Zk) :— 
{z', Rczk). On choisit un nombre fini de points Ug — (a^, a") G J* pour s — 1, 
2, 3, ... verifiant les proprietes suivantes: 

1. Pour tout s, on a 1/2 < ||n(as)|| < 1. 

2. Dans C*'"^ x R, I'enveloppe convexe U des points n(as) contient la 
boule de centre est de rayon 1/2. 

3. Pour tout u e dU, il existe un s tel que \\u — n(as)|| < 1/16. 
On choisit bo e J* tel que ||6o|| < 1/100 et tel que la mesure 

tendc vers fi quand s tend vers I'infini. Alors I'ensemble IJs>o 5* "('/'(^o)) est 
dense dans J. Quitte a pertuber legeremcnt Ics points a^, on pent supposer 
qu'il existe un p tel que gP{ip{as)) = V'(&o) pour tout s. Posons bs := AP{as). 
Soit V I'enveloppe convexe des Il{bs) et W :— n~^(y). Observons que V est 
de taille A^*^^ dans les directions complexes et dans la direction reelle (voir 
le coroUaire 3.2). 

Pour w e dW , on choisit un s tel que \\Yi{A^'^{w)) — n(as)|| < 1/16. Si 
T = {t',t") e A est tel que t(6o) = bs et w* := t~^{w) alors (p{w*) = (p{w). 
On montre que w* e W. D'apres la condition 2, il sufht de montrer que 
;*'|| < 

de C'^'"^ on obtient 

11^- - 6'oll = \W - = Af IIA--H' - a'JI < Af /16. 

D'ou \\w*'\\ < A^/74 car ||6o|| < 1/100. 

Posons f = {f',f") := t^J' oroTbg, Wi :— t^~^(w) ct W2 := f~^{wi). Alors 
w* — T6(j(w2) et f est lineaire isometrique car r e ^3 et r(0) = 0. On a 

iimi = iimi = iiu;'-6'j| < A^/'/is- 

On a aussi Rew'l = - Re6'; + 21m{w' - b'g)fy. D'ou 

||Re<|| < - Re6;'|| + 2\\w' - b'MKW < 3A^/16 



W W < X^' /4 et llReu;*"!! < A^/4. Comme r' et sont des isometrics 



15 



car 

11^" - Reb':\\ = Xl\\A-^{wr - <|| < Xl/16 

et 

\W - K\\\m = A^,||A-^H' - a'JIIIa'JI < A^/16. 

Comme f est lineaire isometrique, on a HReWgll ^ 3A^/16 car W2 = f~^{wi). 
Comme w* = Tbg{w2), on a Rew*" — Rew2 + Rebo — 2Im(w26o)- Par 
consequent, 

\\Rew*"\\ < WRew'^W + ||Re6;'|| + 2||^^||||6o|| <7# + T5^ + ^^f- 

II en resulte que A\j* est co-compact. L 'ensemble ^{J*) est un compact 
de J. D'apres le lemme 2.1, J \Lp{J*) est un ouvert pluripolaire de J. Get 
ouvert est done vide car J n'est pas pluripolaire dans aucun ouvert qui le 
rencontre. On a, J = (p{J*). 

Montrons que A agit transitivement sur les fibres de </?. Le coroUaire 3.3 
montre que A agit transitivement sur le fibre Lp~^{z) pour tout z E J. Comme 
^g~^{z) < {dgY pour tout 2;, I'cnscmble K~'^{Aw) est une reunion d'au plus 
[dgY orbites de A pour tout w G J*. Si (p{w) ^ g{Cg), on a jj^g^^{ip(w)) = 
{dgY oil C signifie I'ensemble critique. La relation g o ip = ip o A implique que 
(p~^{Cg) C A-^{C^). Mors pour tout w e J* \ A~^(C^), I'ensemble A-^(^w) 
est une reunion de (dg)'' orbites de A. Pour un w e J* \ A~^{C^) fixe, on 
pent clioisir ri, T((^^)fe des elements de A avec Ti = Id tels que A~^[Aw) 
soit la reunion des orbites A.A^^{ts{w)) de A pour s = 1, (dg)^. 

Par prolongement analytique, ceci est vrai pour tout w & C'' k I'exception 
d'une hypersurface complexe qu'on notera E 011 les points (f{A~^{Ts{w))) ne 
sont pas distincts. Supposons que A n'agisse pas transitivement sur les fi- 
bres dc II existe done w et u tels que w ^ A.u et ip{w) = <f{u). Quitte 
a pertuber legerement w et m on pent supposer que A~"'{Aw) fl S = 
et A""(^m) n E = pour tout n > 1. Par suite, ip{A^^ {rs{w)) (resp. 
(P{A~^{ts{u))) sont les (dg)'^ preimages differentes de (p{w) — (p{u) par g. On 
en deduit qu'il existe si tcl que v?(A^^ o ti{w)) — (fi{A~^ o Ts^{w)). Comme 
n = Id, on a ip{A-\w)) = iplA-\T,^{w))). 

Par recurrence, il existe si, S2, ... tels que pour tout m > 1 on ait 

(fiiWrn) = '^{Ura) OU Wm ■= A~"'{w) Ct Um := A"^ O T^^ O • • • O A~^ O Ts-,{u) . 

Comme w ^ A.u, on a Wm ^ A.Um pour tout m > 1. La suite Um est bornee. 
En cffct A^^ est contractantc ct Ic corollaire 3.3 permet de controler les Tg.. 
Soit {um^) une sous-suite de {um) tendant vers Uq. Comme tend vers 0, 
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on a (p{uo) = (/5(0). Comme <^(0) — b & J, on a uq G J*. II existe done 
T ^ A tel que r(-Uo) = 0. La suite t'„i,, := r(-u^^) tend vers et verifie 

^ car ^ A.Umr- C'est la contradiction 
recherchee car if est injective au voisinage de 0. 

□ 

Corollaire 3.5 L'ensemble J est egal a (p{J*). De plus, pour tout z E J 
I'ensemble Un>o 9~"'i^) dense dans J. On en deduit que pour tout w E J* 
I 'ensemble 

Byj := {A"'' o t{w) avec n>OetreA} 
est dense dans J*. 

Preuve — On a montre dans la preuve de la proposition 3.4 que J = (p{J*). 
On en deduit que J est une variete eventuellement singuliere et avec ou sans 
bord. 

Soient z E J et w E ip~^{z). Comme A est dilatante, la suite de '■= 
A^™(w) tend vers 0. Par consequent la suite de z^ ■— ^{wm) tend vers b. 
On a 

g'^izm) = g'^iifiiw^)) = v?(A™(w™)) = ip{w) = z. 

D'oii Zn E g^'"'{z). On en deduit que b appartient a I'adherence de Um>o 9 "\^)- 
Ceci est vrai pour tout point periodique repulsif b de f qui n'appartient a 
la singularite de J. L'ensemble de tels b est dense dans J. On constate que 

Um>o5'~™('^) dense dans J. 

L'ensemble Bw est egal a <^~^(Um>o ^ done 
dense dans ip~^{J) = J*. 

□ 

Corollaire 3.6 a. La valeur propre de A est egale a dg. La mesure ii* 
est egale a cn*(m) c > est une constante, U : J* — C'^"-'^ x M est 
definie par Il{z) :— {z', Rezk) et m est la mesure de Lebesgue sur C'^~^ x R. 

b. // existe une application Af E dont lapartie lineaire est de determinant 
(;f(fc+i)/2 ^g//g qy^Q f o ifi = ip o Af. 

Preuve — a. Posons p,* :— U*{m). D'apres le corollaire 3.2, on a A*{fl*) — 
(Afe)'^/x*. D'apres le corollaire 3.3, p,* est invariante par A\j*. D'apres la 
proposition 3.4, il existe une mesure positive p, a support dans J telle que 
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ip*{fl) = jr. La relation A*{fl*) = X^fi* entraine g*{jl) = X^jl. Mais on 
sait que g definit un revetement ramifie de degre {dgY de C'^ dans C'^. Par 
consequent la masse de g*{jl) est {dgY fois plus grande que celle de jl. On 
obtient done {XkY = {^gY ^t = dg. 

On sait que /i est la seule mesure de probabilite invariante de g qui ne 
charge pas les ensembles pluripolaires. La mesure jl est invariante par g 
et ne charge par les ensembles pluripolaires. Par consequent, il existe une 
constante c > telle que /z = cjl. On en deduit que jj* = cn*(m). 

b. On choisit wi e J* et W2 G J* tels que f{ip{wi)) = ip{w2). On pent 
supposer que wi, W2 n'appartiennent pas a et '^{wi) n'appartient pas a Cf. 
Fixons des petits voisinages Wi, Ui, W2, U2 de wi, f{wi), W2 et (p{w2) tels que 
ip realise un biholomorphisme entre Wi (resp W2) et Ui (resp. U2) et / realise 
un biholomorphisme entre Ui et U2. Posons Af := {ip\w2)~^ ° iflui) ° (v'lwi)- 
On a /oy? = (^oAj. Comme /(J) = J, onaA(J*niyi) = J* nW2. D'apres 
le lemme 3.1, Af G Q4. Par prolongement analytique f o (p = ip o Af sur C^. 
On en deduit que goip = {poA^ car g = Ceci montre que AoAj"' preserve 
les fibres de ip. II est done un element de A et ainsi sa partie lineaire est de 
determinant 1. Par consequent, det Aj = det A = d^g = c?"('=+i)/2_ D'oii 
detAj = d(^+i)/2_ 

□ 

4 Fibration invariante 

Observons que Af preserve la fibration {z' = const}. On montrera que 
I'image de cette fibration par ip est une fibration de droites complexes passant 
par un point. Cette fibration est done invariante par / et ceci impliquera 
que / est homogene. 

Pour la suite, on note L := P*^ \ I'hyperplan a I'infini. Pour tout 
u G C'''\ on note := {z G C'',z' = u}, V+ := {z G V,lmzk > \\uf}, 
V- := {z G V,lmzk < \\uf} et /„ := {z G V,lmZk = \\uf}. 

Rappelons la version suivante du principe de Phragmen-Lindeloff qui sera 
utilisee dans ce paragraphe: 

Lemme 4.1 Soit v > une fonction continue sous-harmonique definie 
sur le demi-plan T>^ := {z G C| Imz < 0} et nulle sur M. Supposons qu'il 
existe un nombre reel X > 1 tel que v{Xz) = Xv{z) pour tout z G V~ . Alors 
v{z) = —clmz ou c> est une constante. 
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Proposition 4.2 La fonction G*{z) est egale d max(0, c'dlz'lp — Im^;^)) ou 
c' > est une constante. Par consequent, les varietes complexes E C {G* ^ 
0} sur lesquelles G* est pluriharmonique sont des ouverts des droites com- 
plexes Vu- 

Preuve — D'apres la proposition 2.6, si Imzfe > H-z'lp on a G*{z',Zk) — 0. II 
reste a traiter le cas oii Imz^ < \\z'\\^. 

D'apres le lemme 4.1, il existe une constante c' > telle que G*(0, Zk) = 
— c'Imzfe lorsque Imzk < 0. On va montrer que G*{z', Zk) = c'(||2;'p — Imzk) 
pour Imzk < 1 1 2;' p. Comme G* est continue, il sufRt de le montrer pour une 
famille dense de z'. Soicnt Bq defini dans le corollaire 3.5 et -u; = {u,v) G Bq. 
Alors il cxiste s > ct r E A tels que w = A^*or(0). Supposons que Imz^ < 
Les applications r et cri/dg o A preservant les varietes {Im^;^ — Wz'W^ = 
const}, il existe x e IR tel que o A*(m, Zk) = (0, a; + i{dgy{Imzk — H-s'lH)- 
D' autre part G* o A = dgG* et G* o r = G*. On obtient 

G*{u, Zk) = {dg)-'G*{0, X + iidgYilmzk - \\z'f )) = ~c'(lmzk - \\z'f ). 

Ccci est valablc pour tout w = {u,v) G Bq. D'apres le corollaire 3.5, Bq est 

dense dans J*. D'oii G*{z',Zk) = c'{\\z'\\^ — Im^;^) pour tout Imzk < 

La fonction G* est positive ou nuUe et non identiquement nuUe. D'oii c' > 0. 

□ 

Lemme 4.3 Soit u G C'^"-'^. Supposons que la restriction de </? sur n'est 
pas injective. Alors le groupe Au '■= A\vu ^5'^^ transitivement sur les fibres 
de ifilx)^. De plus, il existe a G M"*" tel que 

Au — {{u, Zk) I— > {u, Zk + na) avec n G Z}. 

Preuve — Montrons d'abord que Au contient un element different de I'identite. 
Soient wi,W2 G T>u verifiant ^{wi) = 93(^2)- D'apres la proposition 3.4, il 
existe r G .4 tel que t{wi) — t{w2) et wi ^ W2- Comme t & A (Z Q3, t 
preserve la fibration {z' = const}. Par consequent, r preserve la droite Vu 
qui contient Wi et W2. On en dcduit que Au contient t\x)^ qui est different 
de I'identite car r(wi) = W2 wi. 

Ce raisonnement implique egalement que Au agit transitivement sur les 
fibres de (p\vu car A agit transitivement sur les fibres de </?. 

Comme A est un sous-groupe discret de ^3, le groupe Au est un groupe 
discret d'isometries complexe de Le fait que J* est invariant par A 
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implique que Au preserve la droite reelle := H J* = {z' = u et Imzk — 
\\u\\^}. Soit T G Au- Alors il existc ,t G M tcl que T{u,Zk) = {u,±Zk + x). 
Montrons que T{u,Zk) 7^ {u,—Zk + x). Supposons que c'est le cas. Alors 
comme G* o r = G*, la proposition 4.2 entraine c' = ce qui est impossible. 

Alors les elements de Au sont du type (m, Zk) ^ {u, Zk + x). Comme c'est 
un groupe discret, il existe a G tel que 

= {{'f', Zk) I— >■ {u, Zk + na) avec n G Z}. 

□ 

On dit que C C P*^ est une courbe holomorphe immergee s'il existe une 
surface de Riemann S et une application holomorphe non constante ip de S 
dans P*^ telles que C = 7/j{S). 

Lemme 4.4 Soient u G C'^"^ et uj E L. Supposons que Vensemhle C :— 
^{Vy) U {tc;} est une courbe holomorphe immergee dans ¥^ . Supposons aussi 
qu'en cu au moins une composante de C coupe L transversalement. Alors il 
existe a G M"*" et i'i,i'2 ^ C*^ tels que ip{u, z^) = eyi\i{2mzk/ a)vi + 1/2- En 
particulier, (p{T>u) est contenue dans une droite complexe. 

Preuve — Montrons d'abord que ^\vu n'est pas injective. Supposons que 
cette application soit injective. Alors (piVy) est un C immerge dans C'^. Par 
hypothese, ip{T>u) U {uo} est une courbe holomorphe immergee dansP''. Cette 
courbe est done un P^. Par consequent, (/?(-u, Zk) tend vers u quand Zk 00. 
C'est contradiction car I'image de par 9? est contenue dans le compact 
{G = 0} de 

On note a le nombre reel positif defini dans le lemme 4.3. Soit ^ : Vy — > 

C* definie par '^{u^Zk) := exp(2i7r 2:^/0;). Alors il existe une application 
holomorphe injective ip : C* — > telle que = ijj o"^. Posons G := G o ijj . 
On a G* = G o ^' et d'apres la proposition 4.2 

G(C) = max (^0,c'||uf + ^log|C|) 

pour tout C e C*. On sait {G = 0} est un compact de C*^. Par consequent, 
ijj est bornee au voisinagc de 0. EUc sc prolonge holomorphiquement en 
une application de C dans C'^. Quand z tend vers I'infini, la fonction G 
a une croissance logarithmique. Ceci implique que il'{C) a une croissance 
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polynomiale quand ( ^ oo. Par suite, fiVy) est une courbe algebrique qui 
coupe L en un seul point. Par hypothese, ce point doit etre u et I'intersection 
de la courbe algebrique avec L est transversale. Cette courbe est done une 
droite projective. 

Comme ip est injective, elle est une application polynomiale de degre 1. 
Soient ui G C'^ et 1^2 ^ tels que 4'{C) = ^iC + ^2- Alors ip{0,Zf:) = 
exp{2i7TZk/a)ui + 1/2. 

□ 



Proposition 4.5 II existe a G M.'^ , 1/2 G C'^ et une application holomorphe 
vi : C^^"^ — > C*' tels que ip{z',Zk) = Uii^z') exp{2inzk/a) +1^2- 

Preuve — La restriction de / a L est une application holomorphe de degre 
d >2. II existe done un point u E L qui est periodique repulsif pour fli- On 
pent supposer que c'est un point fixe repulsif de g\L- Alors en u, g possede 
k — 1 valeurs propres de module superieur a 1 et une valeur propre nuUe. Soit 

V ■.= {ze P^ lim g'{z) = 00} 



la variete stable de 5^ en u; ||T6|, p. 27]. C'est une courbe holomorphe im- 
mergee dans P'^ qui coupe L transversalement en u. Montrons que G est 
harmonique sur V. Notons [wi Wk] les coordonnees homogenes de w 

dans L. Sans nuire a la generalite, on suppose que Wk = 1. Soit z E V. 
Notons gs,m{z) la m-ieme coordonnee de g'^{z). Alors lims^oc g'^ (z) = w et 
liio^s^oo gs,m{z) / gs,k{z) = Wm pour tout z eV et tout m. On a 

G{z) = lim log 11^ 



9- 

lim^logK^WI + ^logg 



+ 00 



Le second terme de la derniere expression tend vers 0. Le premier terme tend 
vers une fonction harmonique car il est harmonique. Ceci montre que G est 
harmonique sur V 

D'apres la proposition 4.2, il existe ^ G C''^^ tel que V C V'('Pg). D'apres 
le lemme 4.4, fi'D^^) est une droite complexe. 

Soit S I'ensemble des u G C'^^^ tels que T>u verifie A"^(D„) = t{V^) pour 
un m > et un r G ^. D'apres le coroUaire 3.5, cet ensemble est dense dans 
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C'^ ^. Pour un tel u, g'^{ip{T>u)) est egal a <p{T>^) qui est contenu dans une 
droite complexe. Par consequent, (p{Vu) est une courbe algebrique qui coupe 
L transversalement. D'apres le lemme 4.4, c'est une droite projective. Alors 
pour tout M G S, il existe a{u) G M"*", Viiu) G C'^ et i'2{u) G C*^ tels que 
(p{u,Zk) = exp{2inzk/a{u))ui{u) + V2{u). 

L'application (/? etant holomorphe, en prenant — 0, 1, —1, on montre 
facilement que exp(l/a(?7,)), i'i{u) et (m) dependent holomorphiquement de 
u. Comme a{u) prend dcs valeurs reelles dans une famille dense de -u, elle est 
constante. On obtient dcs formulcs cxplicitcs dc Vi{u) ct V2{u) cn fonction de 
tp qui, par continuite, impliqucnt que ip{u,Zk) = Ui^u) exp{2i'KZk/Q:) + t'2(«) 
pour tout u. Comme G* est nuUe sur {Imzk > G doit s'annuUer au 

point i'2{u) = \imi^zk^+oo ^{u, Zk). Par consequent, i'2iu) est une application 
holomorphe de C'^'^^ a I'image dans Ic compact {G — 0} de C*^. D'apres le 
theoreme de Liouville, elle doit etre constante. 

□ 

Preuve du theoreme 1.3 — Quittc a cffectuer un changement lineaire de co- 
ordonnees de C'^, on pent supposer U2 = 0. L'application Af preserve la 
fibration {z' — const}. D'apres la proposition 4.5, / preserve la fibration des 
droites passant par 0. Elle est done une apphcation homogene. 

Notons P^~^ I'ensemble des droites complexes passant par que I'on pent 
identifier avec I'hyperplan a I'infini de C^. L'application / induit un endo- 
morphisme holomorphe / de P'^"^. II reste a prouver que / est de Lattes. 
On definit l'application (p de C*^""-*^ dans P'^"^ par z' 1-^ Notons A 

la restriction des actions de A sur la famille de droites {I'u}uec'=-i et la 
restriction de Taction de Af sur cette famille de droites. On a, f oip — (po Af 
car f o (p — (p o Af. D'apres la proposition 3.4, A est un groupe d'isometries 
co-compact qui agit transitivement sur les fibres de (p. Par definition, / est 
de Lattes. On en deduit que la restriction de / a L est aussi une application 
de Lattes. 

□ 

Preuve du corollaire 1.5 — Soit F un releve polynomial de /. Soient 




la fonction de Green de / et G^{z) :— max(0, ^/(z)) la fonction de Green 
de F. Notons //^r la mesure d'equilibre de F et tt : C'^''"^ \ {0} — > est la 
projection canonique. 
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Comme le courant T de / est de classe C^^^ et est strictement positif dans 
un ouvert U, la fonction Gf est de classe C^"*"^ dans 7i^^{U). En particulier, 
{Gf = 0} n n~^{U) est une hypersurface C^^" strictement pseudoconvexe. 
Comme Gf{Xz) = log|A| + Gf{z), la fonction Gf est harmonique sur toute 
droite complexe passant par 0. On en deduit que dans n~^{U) le support de 
fip = (dd'^G'^)'^^^ est egale a {Gf = 0}. D'apres le theoreme 1.3 applique a 
F, la restriction de F a I'infini est une application de Lattes. Ceci implique 
que / est egalement une application de Lattes. 
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